SALYGINIS EKSTREMUMAS
3. ALYGINIS EKSTREMUMAS
Salyginio ekstremumo uzdavinys

Ankstiau nagrirgjome tokius variacinio sk&iavimo uzdavinius:

extrf F :L‘y:L‘) y(:z:))

y(z)

extrf F :L‘y:L‘) y(m))

y(z)
y(a) = A, y(b) =

Sutinkami uZdaviniai, kaiatygy skatius yra didesnis nei paskutiniame uzdavinyje. Siame
skyrelyje tirsime toksglyginio ekstremumo uzdavin:

s [ F (). (rrr))
y(a) = A, y(b) =
b

L G(:z;, y(:z:),y’(m)) dr =

¢ia K yra Zinomas skaius. [rodoma, kad jei funkcijay = y(z) yra Sio uzdavinio sprendinys, tai ji
suteikia funkcionalui

b / /
fa F (2,y(2), yA(2)) + AG (2, (), yA (2)) d
yala) = A4, y)(b) = B
ekstremum, ¢ia \ yra pastovus ské&us.

Pavyzdys. Rasti uzdavinio ekstremal

extr f y'Qda:
y(x)

()=0,:t/(2)—0,

2 /
f%d&:zl.
Lz

Sprendimas. Kadangi ieSkoma funkcija= y(z) yra funkcionalo
2 /

fy'z + )\Z—yzdx,

1 T

ekstremad, tai ji turi tenkinti jo Eulerio lygt
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kurios visi sprendiniai
A
y=7 tarto,

o sprendinys, tenkinantiglggas y(1) = 0, y(2) = 0

Skatiy A rasime panaudejsalyga

, , 2\ _£+;
2y’ z Y
Yogp= [N g ="y,

iSc¢ia X =—12, tockl

—12

Izoperimetrinis uZzdavinys 1

Tai toks s¢lyginio ekstremumo uzdavinys, kai ieSkoma nurodyto ilgiokreive, einanti per
taSkusP(a, A), Q(b, B) ir kuri kartu su atkarpa() apriboja didZiausio ploto sjtt.y.

b

extr | ydux,
y(z) {

y(a) =0, y(b) =0,
b
f«/l—i— y'2 dr =,
a

nes nemazindami bendrumo, galime laikyti, kad gikaP() sutampa swWOz aSimi — tai pasiekiama
pasukus koordindy sistemos aSis. [rodysime, kad tokio uzdavinio ekstrermlyra apskritimai.

b
Parag Eulerio lygf funkcionaluie)(ct)r fy + M1+ y? do
y(z
a



SALYGINIS EKSTREMUMAS

/
1—A§- LA
X 1+ y/2
ir pertvark ja, gauname
1/
1
L4 = — = const.

Kadangi kairioji Sios lygyes pug yra ekstremabk kreivis ir jis pastovus, tetl ekstremal yra
spindulior = |\| apskritimas:

(m—xc)+(y—yc)=)\2

PavyzdZiui, sritis ribojam#&z aSies atkarpf), 1] ir ilgio I = 3 kreive. Raskime didZiausjos plot.
Sprendimas. Kaip mémne tokia krei¢ yra apskritimagz — « ) +(y - yc) =\’ 15¢ia

(0—z, )2 +(0—y,)" =), ( nes [0,0] yra apskritimo taskas)
=2, (nes [1,0] yra apskritimo taskas)
Todkl z, = 0,5. Jei ieSkomo apskritimo lanko lygtis= y(z), tai jo ilgis

1

1
0= 2)\arcsm[2)\]

- 0,5
A

_, dr = )\arcsin[m

fmdx—fw

ZL’—ZL’

.. gy s 1 : o . :
Gautoji lanko ilgio iSraiSka apibta intervale) € [i;oo], 0 jos reikSms priklauso mtervalu‘l;%

—

Todkl, jei lanko ilgis1 < < tai A randama i$ vienareikSmiskai iSsprendziamos lygties

2 ]
2A ! =1
arcsin 3N ,
jei lanko ilgis! > = 2 , tai is lygties
1
2T\ — 2\ arcsm[z)\] [.
1-/ T
1
Kadangil =3 > = 2 , tai 2w\ — 2 ar081n[2)\] 3. D/{ ~
ISsprend Sia lygtj rasime ;’DE_ \\
A=r=0658.., | o £05042) %
' R=0658 ]'
0 iS apskritimo lygties rasimg, = 0,428... ir ploto 027 /
didziausi veree S, =1,20L.... /
U 02 04 06 08 1

Ed
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Izoperimetrinis uZzdavinys 2

Tarkime dabar, kad taSka¥0,0) fiksuotas, o taskag(b,0) gali laisvai judti Oz aSimi. Tada,
kaip ir pirmuoju atveju, matysime, kad ekstreéngla spindulior = |)\| apskritimo lankas, jo centras

b .
=5, Y = 2 — 2,2, 0 parametras yra lygties

(b b
2\ arcsin [ﬁ] =1 [ <—=,
arba
_ _ (b b
27\ — 2\ arcsin [ﬂ] =1 1> >
sprendinys.

Tuo hidu, sudarme 3 lygtis 4 nezinomuy =z, y., v, b radimui. Tokstamy lygti rasime

pasinaudgj transversalumo sqlyga: tasSkex = b vektorius[F — y'Fy//, Fy’/] turi statmena®)zx asiai:

(F—y’Fy’/)-lJrFy’/-O =0,ty. F—y'F)=0

T =0 r=20"
Kadangi
!/
F:y—i-)\\;l-l—y'z, Fy// =)\y—2, F—yleII :y—i-%,
\/l—l—y’ \ll—l—y’
tai

A
P+ — 2
M%FT;E§

Bet pagal slyga y(b) = 0, toctl 3'(b) = co, t.y. ekstremal y = y(z) taSkez = b turi biti statmena

=0

Oz aSiai, taigi ieSkomas apskritimo lankas yra pusato®is, kurio spinduIySr:%, 0 centras
l
C[E, 0] =C(r, 0).

Grizkime prie uzdavinio spsto ankstesniame skyrelyje, tik interydl, 1] pakeiskimg [0,b]. Tada

2
ST 9 a3

3
b=2r, r=—_, S nax 5 5y =

Taigi, kaip buvo galima numatyti iS pradzigautasis plotas yra didesnis nei iSnagame auk&au
fiksuoto ilgio intervalo atveju.



SALYGINIS EKSTREMUMAS
Izoperimetrinis uZzdavinys 3

Cia spesime uzdaviil rasti nurodyto ilgiol kreive y = y(z), kuri kartu su duaja kreive
y = p(x) apriboja didziausio ploto sfjtt.y. slyginio ekstremumo uzdavin

b
extr —)dx,
ab,y(z) f“ =)

y(a) = p(a), y(b) = ¢(b),

fb\/1—|—90'2 dr = 1.
a

Sio uzdavinio sprendimui sudarome funkcianal
b
extr fy — @+ M1+ y'2 dz
ylo)

kurio Eulerio lygties
"

1
Y = +— = const

sprendiniai ¥l yra spindulioR = || apskritimai:

)
(UU—UUC)-F(Z/—Z/C):)\

Kreiviu y =y(z) ir y=p(x) susikirtimo taskuose (kaiz =a, z=05) turi bati iSpildomos

transversalumoa$ygos:

(F—y'Fy',).lJrFy’,-go;:o.

Kadangi
!/

F=y—g0+)\\¢1+y'2, Fy,/:)\y—z, F—y’Fy'/:y—go-l-%,
'1+y/ /

1+y

tai

A N

T)—plx)+
B T N e

Tatiau y(a) = ¢(a), y(b) = ¢(b), tockl

kai z =airz=0.

y'(a)¢'(a) = —1
Y () (6) = 1.

Tai reiSkia, kad apskritimo lankas (ekstreéha duotoji kreiw kertasi stéiu kampu.
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Pavyzdys. Sritis ribojama kreive = ¢(z) = T2 ir kreive y = y(x), kurios ilgis’ = 3.
+x

Raskime didziausijos plot.

Kaip matme tokia krei¢ yra apskritmagz —z.) + (y — v, ) = A2 Funkcijap(z) = n L 5 lygine,
+

tockl ieSkoma sritis simetrinatzvilgiu Oy aSies, apskritimo centras(0,y,), ir a = —b. Tegul 8 —

kampas tarp kreds ¢(z) =

L . v o 1 . ..
= liestires, iSvestos IS task@ | b, ir Oy aSies. Tada
2 1+0b°

1+ =2

14 b%)?
tgﬁ=—( 5 ) :

b b14+86° + 60" + 405 45"
sin (1 4 b%)?

¢ia r ieSkomo apskritimo spindulys (kadangi kksvtaske() kertasi sta&iu kampu, todl apskritimo

spindulys, iSvestas iS Sio tasSko, sutampa sudseijz) = " 1 5 liestine).
+x
Apskritimo lanko ilgis
[ =2r0
arba
o1+ 86% + 667 + 46° 408 (1402
3=2 55 arctg
(1+b%) 2
ISsprend Sia lygti gauname = 1,176...ir apskatiuojame
r=1,273...,
Y. = 0,906...,
8 =1178...,
b
maszfyc— - 5 dz = 2,082...

1+

—b




